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Résung - Il s’agira dans cet expos de brosser le tableau deséthodes nurdriques de simulation
des neécanismes en f@sence de contact unilatal, de frottement et d’impacts. Un breftat de l'art
sur les formulations de la dynamique et lesathodes d’inégration en temps dans le cas standard sera
tout d’abord presené. On reviendra sur le choix des variables, la formulation gléaisons ainsi que
sur les techniques dirégration en temps degquations diferentielles alg@briques d’'index 3 issues
de la meécanique. Nous aborderons ensuite le prebie plus difficile des contraintes unilatales, du
frottement de Coulomb et des impacts) ane bonne partie des techniques ex@es dans Etat de I'art
ne s’applique plus directement. Deux techniques majeurésitiegration en temps serontétrites : les
méthodesa detection devenements et les gthodesa capture dévenements. Nous verrons les avantages
et les inconenients de ces deux approches et nous donnerons quelquessde &lection des techniques
au regard du probéme consiéré. Enfin, les néthodes de &solution du probéme discreta chaque pas
de temps qui redvent des techniques d’optimisation n@nque non guliere seront écrites ainsi que
leur mise en ceuvre dans la plate—forme Siconos.

Mots-cks -Dynamique des sy8tnes multi—corps, contact, frottement de Couloml&thodes nurariques
d’intégration en temps

|. FORMULATION DE LA DYNAMIQUE REGULIERE DES SYSEMES MULTI-CORPS AVEC LIAISONS
PARFAITES
Nous donnons dans cette partie quelques indications sariaufation des équations du mouvement,
dans le cas particulier de la dynamique des systemes maitis avec liaisons bilatérales parfaites.
A. Formulation grérique destquations du mouvement

En considérant que le systéme est représenté par urejeaatdonnéeg(t) € IR"* donnant de maniere
univoque sa configuration et par un vectett) € IR",n, < n, décrivant sa vitesse, une formulation
générique des équations du mouvement peut étre dqranée

q = T(t7 Q)U7 (1a)
M (q)0o = F(t,q,v,u), (1b)
u=d(t,q,v,u), (1c)

ou M € IR™ ™ est une matrice symétrique et positive (semi-)définiergprésente l'inertief’ € IR™
est le vecteur des efforts appliqués au systeme et dds gffeoscopiques. Le vecteure IR™ peut étre
considéré comme un vecteur de commandes donné par uaendyre (1c). Enfin 'opératedr € IR"+*"



relie grace a (1a) les dérivees en temps des coorderm@evitesses. Il convient d’ajouter a ce systeme
d’Equations Difféerentielles Ordinaires (EDO) les condisale Cauchy(ty) = qo, v(to) = vo €tu(ty) = ug
pour former un probleme a valeur initiale complet (peoshe de Cauchy).

Le terme générique est associé a la formulation (1) caisrverrons dans la suite qu'’il peut contenir
les formalismes de Lagrange et de Newton—Euler ainsi qudodeslismes mixtes.

Usuellement, pour un systeme multi—corps, des liaisot@iooes sont prises en compte sous la forme

9(t,q) =0, 2
ou g € IR™ est supposé suffisamment réguliere et dont la matriceblamne,
G(t,q) = Jy(t,q) =V, g(t, q) € R">", (3)

est supposée de rang plein (on a au moips< n,). Si la liaison est considérée comme parfaite (pas
de travail dans la liaison), on peut alors augmenter leesyst(1) grace aux multiplicateurs de Lagrange
A€ R,

(¢="T(t,q)v, (4a)
M(q)o = F(t,q,0,u) =T (t, )G (t, q)A, (4b)
i = d(t, q,v,u, \), (4c)
g(t.q) = 0. (4d)

Le systéme obtenu est utguation Differentielle Algébrique (EDA). La contraén(2) peut étre refor-
mulée de maniére équivalente au niveau des vitesses,

9(t,q) = G(t,q)q + g:(t, q) = G(t, )T (t,q)v + g:(t, q) = 0, (5)

et au niveau des accélérations,
. . ) 0 )
g(t.q) = G(t,q)j+ [VqT(G(t, q)q) + 2§(G(t, Q))] q+ gu(t, q)

= G(t,q)T(t, q)0 + {%(G(t, a)T'(t,q)) + %(G(t, 0)T'(t, q)] v+ gu(t,q) =0

Remarque l:lintroduction des liaisons parfaites par la simple domrde I'équation (2) est une
méthode directement issue de la Mécanique Analytique atgdnge et du principe de Hamilton. Cette
méthode postule I'existence de multiplicateurs pourskisnvariant la contrainte parfaite. Cette méthode
elégante est toutefois peu mécanique. En particusrdimensions physiques des multiplicateurs ne sont
pas précisées. Pour une écriture plus générale etnphasinique des “lois de forces” dans les liaisons, il
convient d’introduire une loi de comportement qui préotsguelle est la nature de ces forces. [

Le choix des parametres, I'écriture mécanique desdiaisainsi que la génération des équations
restent des problémes entiers lorsque I'on s’attaquesapdebléemes concrets. En postulant le Principe
Fondamental de la dynamique d’'une particule matériellegste une trés grande variété de méthodes
possibles pour former le systeme (4). En faire un panoraomaptet est hors de portée de cet article.
Des ouvrages et des articles de synthéses sur ce sujetnpeéonede méme &tre cités [63], [82], [140],
[145], [147], [162], [166]. Nous essaierons dans la suiteddaner les principales approches utilisées
classiguement.

(6)



B. Le formalisme de Lagrange et les coordeas minimales

Le formalisme de Lagrange s’appuie sur le choix d’'un jeu derdonnées indépendantes, ditemor-
donrées @réralisees Les vitesses, dites elles aussiesses gréralisees sont directement les dérivées
des coordonnées,

v(t) = q(t), ny, = ny. (7
On postule alors I'existence de I'energie cinétique, ligsspouvent comme une fonction quadratique des
vitesses 1
E(t,q,v) = 3vT (M ()o(t), (®)

et d’'une énergie potentiell&’(¢). On forme le Lagrangieti(t, q,v) = E(t,q,v) — V(q) et le principe
de Hamilton postule que I'évolution du systeme, c’estir@,d;(t), v(t) est un extremum de l'intégrale
du Lagrangien, appelée action. Cela conduit aux équatin Euler-Lagrange qui sont les conditions
nécessaires a cet extremum,

d 8E(t,q,v) aE(ta%U) aV(Q) _
E( v ) - dq * Jq = Qla1). ©

Les forces non conservatives (ne dérivant pas d’'un peaig¢meuvent étre incluses en termes de forces
généralisées)(q,t) qui sont souvent identifiees grace au théoreme desgndss virtuelles. L'écriture
explicite des équations de Lagrange conduit a la formeaste

a) qg = v,
. ov (10)
) M@+ Vo) = Qo) -T2,
ou N(q,v) contient les forces gyroscopiques
T
OMy(q)  OM,5(q)
Ngyr(q,v) = [— ; ( 823 B vy, k€Ll...n,| , (11)
. . o ., 0E(t,q,v) e .
et le gradient de I'énergie cinétique par rapport aux donneesT. En simplifiant, on obtient
q
T
1 OMy,(q)  OM,s(q)  OMys(q)
N(q,v)—2 [ ;( 20, o + 0, vsUp, k€l ing,| . (12)

La méthode lagrangienne fournit un moyen simple de d&armim systeme multi—-corps par un jeu de
coordonnées minimales. Une grande partie de la diffiqélséde dans le choix de coordonnées minimales
pour des systemes élaborés. Par contre, elle condeis @pérateurs d’inertie non linéaires et denses, qui
induisent un colt de calcul élevé pour I'évaluation dasobiens et leurs inversions (opérations d’algebres
linéaires) dans le cas de stratégies implicites d’ireégn en temps. De plus, elle ne donne pas directement
d’'informations sur les efforts dans les liaisons. En patige, la mise en ceuvre de la “loi de forces” pour
les liaisons plus complexes (frottement, adhésion, fightion, ...) devient pratiquement impossible dans
un contexte purement lagrangien. Parmi les choix de cools Lagrangiennes possibles, la méthode
de Hartenberg—Denavit [79] est I'une des plus utiliséas p@s chaines cinématiques ouvertes comme en
Robotique [16], [55], [132].

Remarque 2:Dans un formalisme purement lagrangien, les coordonnéeisisdépendantes ainsi les
liaisons et les multiplicateurs associés n'ont pas lieapgaraitre. Cependant, dans la pratique, il est
parfois difficile de trouver un jeu simple de paraméetreg€pehdants. Pensons par exemple a une chaine



cinématique bouclée. Dans ce cas, il convient de rajdegecontraintes sur les coordonnées de la maniere
suivante

(a) ¢ = v,
: IV (q) T
b) M(q)o+ N(q,v) = Mt@——%—+ﬂﬁw%%?@®& (13)
c) uw = d(t,q,v,u,\),
\ d) g(t7Q) = 0.

Dans [99] et les références dans cet article, on trouvesangéthodes d’élimination des contraintes pour
retrouver des coordonnées minimales. On peut citer lethaodés algébriques d’élimination comme la
formulation de Maggi/Kane [34], [98], [128] basée sur lanfailation de contraintes en vitesses (5), les
formulations basées sur le noyau de la Jacobienne desaoua#r [83], ou encore les formulations de
Udwadia and Kalaba [161] basées sur I'écriture des ciomiémen accélération (6). Nous reviendrons sur
ce point dans la partie I-E lorsqu’il sera question de rédacd’index. O

C. Le formalisme de Newton et Euler et les coordemmabsolues

Dans le formalisme (classique) de Newton et Euler, les s&gsl’'un solide rigide sont choisies comme
la vitesse d’'un point du solide, le plus souvent le centre dwitg notéev; = i, exprimée dans un
référentiel galiléen et un vecteur de vitesse angulaot (2 exprimé dans un repére attaché au solide.
En notant la matrice de rotatibri? du référentiel galiléen vers le référentiel attaghésolide, on peut
au moins écrire une relation de la forfne

Q = R"R ou de maniére équivalente = RQ). (14)

Sans entrer dans les détails de I'obtention des équati®hsewton—Euler a partir du Principe Fondamental
de la Dynamique d’un point matériel [114], elles peuvetné &xprimées comme

' MUG = Fext(xGa'UGvaR)?
[Q+QX[Q = Mez’t(vavang)7
j:G = Vg,

R = RQ, R '=RT, det(R)=1.

ou M = m 3.3 est la matrice de masse diagonale constainte; IR est la masse ef est la matrice
constante des moments d’inertie. Ces équations peuvest atre exprimées en fonction de la vitesse
angulairew = R} dans le méme repéere galiléen que Dans ce cas, la matrice des moments d’inertie
n'est plus constante dans le temps. En choisissant comnaenptieq = [zq, R]T et comme vitesse

v = [v,, w| et en incluant des liaisons parfaites entre les corps, draig@ment qu’il est possible d’écrire
les équations (15) dans le formalisme général (1) (Vb&6] ou [82] par exemple pour plus détails ).

Le choix de la matrice de rotation comme parametres de amafign des objets est souvent maladroit
en termes de taille et de manipulation. En pratique, la c&flie rotation est elle-méme paramétrée par
un jeu de parametred de sorte queR = R(O) et les dérivées en temps peuvent s’exprimer formellement
par

(15)

w=PO)O ou Q=Q(0)6. (16)

Si les parameétres sont indépendants, la relatios= RQ) implique R = PQ~!. La littérature sur le
paramétrage des rotations est vaste (voir [10], [73],,[BH]], [148]). Citons simplement les paramétrages
les plus usuels : description géométrique des rotatiémg)les d’Euler, de Bryant/Cardan), parametres
de Rodrigues € IR® provenant de la forme de Cayley de la matrice de rotaongsinus directeurs

‘R™' = R",det(R) =1,i.e Re SO*(3) )
Zpour un vecteur: € IR, on note la matrice la matrice définie paflz = Q x =



(élements de la matrice de rotation ), quaternions ueidiy, q), ¢o € IR, q € IR* ou parametres d’Euler
p = (epe)T,eo € R,e € IR?, vecteur de rotation cartésigh ¢ IR* exprimé en termes des invariants
linéaires® = ¢, n, ¢ € IR, n € IR®, vecteur de rotation conforme, les parametres linéa@tes

Le formalisme de Newton—Euler génére usuellement un ghamd nombre de parameétres pour un
systeme multi—corps donné. Par contre, les opératéimsriie sont simples et directement inversibles.
Une partie des non-linéarités du systeme est coneed&és I'opération de rotation. De plus, les opérateurs
conservent la structure de graphe inhérentes au systepeenset donc de manipuler des matrices creuses.
Un autre avantage de ce formalisme est qu’il permet d’intii@dune grande variété de lois de forces
dans le cas de liaisons non parfaites.

D. Les formulations mixtes et agfiques

A partir des deux formalismes présentés dans les pantee€gentes, de nombreuses stratégies peuvent
etre développées mixant les avantages et les incoenéndes méthodes précédentes.

On peut en effet tenter a partir des équations de NewtderEe réduire le nombre de parametres en
utilisant la structure de graphe du systeme multi—corpg (£08], [109], [151], [166]) et en écrivant les
éguations de Newton—Euler non plus au centre de graviié anan point de liaison. On perd alors une
partie de l'intérét du formalisme mais on réduit le nomifinconnues. Pour réduire le colt d’inversion
des opérateurs d’inertie dans les formulations de LagratgNewton—Euler “réduites”, de nombreux
algorithmes ont été mis au point pour utiliser au maximanstructure d’arbre des systeme multi—corps.
On peut citer [11], [105], [123], [157], [163] pour I'apprioe récursive dans le formalisme Newton—Euler
et [85], [152] dans le formalisme de Lagrange (voir aussj [&&ur une rapide revue de ces travaux). On
trouvera dans [60] une revue des méthodes dites semisiéesi mélant Newton—Euler et Lagrange et
dans [156] une comparaison des méthodes classiques.

On peut aussi tenter de substituer les équations de parsatiens des vitesses angulaires (16) dans
les équations du mouvement (15) afin d’obtenir un jeu derpati@s non nécessairement indépendants
mais dont la vitesse s’exprime directement en fonction dasrpétres comme dans (7). Des lors, on
peut tenter d’exprimer le lagrangien et de déduire lesatigns de Lagrange. Cette approche permet
de se remettre dans le cadre confortable de Lagrange powe ées équations d’'un grand systeme
dynamique. Naturellement, les parametres de rotatiarietant pas usuellement indépendants (sauf pour
les descriptions géométriques en dehors des singegades contraintes bilatérales artificielles apparaisse
dans le jeu d’équations.

Nous avons déja rappelé les principaux inconvéniented minimal de coordonnées (opérateurs denses
et non-linéaires, acces aux multiplicateurs). Cettenfdation bénéficie pourtant de nombreux avantages
en termes de complexité de calculs grace aux méthodessieées. Une approche due a [103] et a [164]
permet de s’affranchir des précédents inconvénientsogiservant les méthodes récursives qui peuvent
étre implémentée directement dans un code de calcujabat linéaire adapté (projection récursive). On
pourra aussi consulter [165].

Pour finir ce rapide et partiel survol des méthodes de faatiaris de la dynamique, il convient de
souligner que les méthodes que nous avons évoquéesigismnt mal adaptées aux cas de systemes
multi—corps flexibles. La mise en ceuvre du comportementlilexpeut étre réalisée par des méthodes
directes basées principalement sur les €léements figies [Be cas, seules les formulations des systemes a
coordonnées maximales tirent leur épingle du jeu. Posipceblemes qui sont depuis plus d’'une décennie
un des principaux challenges de la communauté des systemki—corps, plusieurs approches ont été
proposées qui peuvent étre classées en suivant leltoev§d7] :

— L'approche du éferentiel galieen ("inertial frame”). Dans cette approche intimement liée a la
Mécanique des solides déeformables et des structurescpitasix eléments finis non-linéaires, toutes
les variables (translations et rotations) aux noeuds dulagaiainsi que les variables décrivant les
solides rigides sont exprimées dans un unique réf@legéliléen. De ce point de vue, on retrouve



une caractéristique de la méthode de Lagrange mélaiftéirenment les corps rigides et les corps
déformables. Cette approche trés générale peut presmlrcompte des phénomenes non-linéaires
usuels en Mécanique des Milieux Continus comme les grandéésrmations, les non-linéarités
géomeétriques et les comportements des matériaux neaites (plasticite, endommagement, rupture,
fatigue, ...). Le fait que les non-linéarites géontptes soient prises en compte au méme titre
gue les grandes déformations en Mécanique non linéasentatériaux induit un colt de mise en
ceuvre tres important et souvent prohibitif pour une prise@mpte simple de I'élasticité dans une
systeme multi—corps. L'approche est cependant tre€rggre et peu d’hypotheses sont faites sur
le comportement mécanique du systeme. Citons pour cpfieoehe les grands classiques sur les
eléments finis [19], [32], [58], [86], [170].

— L’approche du repre co—rotationnel ("co-rotational frame”)Cette approche a été proposée pour
simplifier les calculs des forces élastiques dans les masd&léments finis en grandes rotations
(voir [31], [51], [56], [57]). Les variables des maillagements finis sont toujours les translations
et rotations aux noeuds mais exprimées dans un repereodibtationnel qui suit le mouvement
global de I'élement. Cette approche est basée sur I'thgse que la déformation de I'eélément reste
faible par rapport a un repere "attaché” a I'élemdmt. mouvement global est donc décomposé
comme un mouvement de rigide du repere co-rotationnel ehauvement en petites perturbations
dans ce dernier. Le gain en termes de calcul est clair. Lesilsatians ce repéere co-rotationnel
reviennent a la théorie de I'élasticité linéaire, evehtuellement, de la Mécanigue non linéaire en
petites perturbations.

— L’approche du repre flottant ("floating frame of reference)’approche du repeére flottant que I'on
peut attribuer a [66] repose sur la définition d’'un repio&ant intermédiaire au niveau d’un corps
qui serait le repéere attaché au solide si celui étaidagie mouvement de ce repére est décrit par
la méthode d’Euler comme pour un solide rigide. Dans cenefiottant, des variables sont ajoutées
pour tenir compte de I'élasticité du corps. Comme poyspt@che co-rotationnelle, le colt de calcul
de l'élasticité reste faible par contre le calcul des &smd’inertie est assez compliqué. On trouvera
[72], [149], [150] dans les détails nécessaires a la rais@euvre de la méthode.

E. LesEquations Diférentielles Algbriques (EDA) et leur index

Dans cette partie, nous revenons maintenant sur la forionldéfinie en (4) en omettant pour simplifier
la commande )
a) g = T(t,qv,

b) M(Q)U = F(tv q, U) - TT(tv Q)GT(ta Q))‘v (17)

d) g(t,q) = 0.

Son analyse mathématique en vue de son intégration mgueéen temps releve de la théorie des EDA.
Pour une présentation générale des EDA, de leurs mt@griet de leur intégration numérique, nous
renvoyons aux ouvrages classiques suivants [18], [42], [78]. Une notion fondamentale en EDA est
la notion d’'index dont on peut trouver de nombreuses défimstéquivalentes sur des cas simples et non
pathologiques. La définition differentielle de l'indexeyt étre donnée de maniere grossiere comme le
nombre de fois ou I'on doit dériver la contrainte pour oliteme systeme d’EDO pour les variables

et le multiplicateur\. Dans le systeme (17), il convient de dériver trois foisdetrainte si la matrice

M(q) T'(t,q)G(t,q)
G(t,q)T(t.q) 0 ’
est inversible pour presque totitet ¢ au voisinage de la solution. Plus lI'index d’'une EDA est élev

plus son analyse et sa résolution numérique est diffibilemaniére courante, on emploie une réduction
d’'index afin de contourner ses difficultés. On considener pela les dérivés des contraintes données par

(18)



(5) et par (6) pour obtenir une EDA d’indéxet 1 respectivement. Il faut cependant noter que si les EDA
d’'index réduit sont équivalentes en termes de solutians pes conditions initiales consistantes, elles ne
le sont pas nécessairement en temps discret lorsque laiimpe une intégration numeérique. D’un point
de vue théorique, elles sont aussi differentes car elbesequierent pas les mémes conditions initiales et
different sur les résultats d’existence et d’unicit2][476], [78].

Remarque 3:D’'une maniere générale, la réduction d’'index ne régms tous les problemes. En effet,
l'opération de differentiation des contraintes est emé&ral une opération instable d’'une point de vue
numerique et conduit a des systemes moins bien condé®f50]. Nous donnerons dans la suite des
references sur les méthodes et les formulations d’inéduits dans la partie Il. O

Il. INTEGRATION NUMERIQUE EN TEMPS DE LA DYNAMIQUE REGULIERE

Dans cette partie, nous passons en revue rapidement legpptes méthodes d’intégration numérique
du systeme (17) et ses reformulations d’index réduits foemulations peuvent étre vues comme des
extensions non triviales des méthodes standards dietiég des équations différentielles ordinaires raides
[42], [76], [78]. Pour un exposé de synthese, nous rermusye [13].

A. Méthodesa un pas. Mthodes implicites de Runge—Kutta (IRK) éthodes d’extrapolation

Considérons tout d’abord les méthodes a un pas et palasipent les méthodes IRK pour les systemes
raides [76], [78]. Comme pour les autres méthodes, I'effiéaet I'ordre de convergence de ces méthodes
varient fortement avec l'index :

— Pour le probleme d’'index (contraintes en accélération), la convergence et l&dir consistance sont
etudiés dans [76]. L'ordre de la méthode de Runge—Kwtta@nservé pour les variables differentielles
mais on observe une chute de I'ordre pour les multiplicateur

— Pour le probleme d’'inde® (contraintes en vitesse), la convergence est demontgs [@d4], [75],
[76], [78], [89] pour certaines classes de méthodes IRK.aBserve une réduction de I'ordre pour
les variables differentielles et les multiplicateurs ptas méthodes génériques. Seules les méthodes
dites "stiffly accurate” conservent leurs ordres pour lesabdes differentielles. Pour les méthodes
génériques, les méthodes de RK projetées [17] et jmamiées [120] ont &té introduites ainsi que
des modifications sur la maniere d’'imposer les contraideass [90].

— Pour le probleme d’indeR® (contraintes en position), des résultats similaires patiétre trouvés
dans [76] mais les difficultés numériques sont encore miaitrisées et conduisent a des réductions
d’ordre. Ceci étant principalement di a la propagaties drreurs sur les multiplicateurs.

Ces méthodes sont implantées dans le célebre code s [78] et le code M5 [40] pour une version
adaptée aux systemes mécaniques. Pour terminer suréddsades a un pas, il convient de citer les
extensions des méthodes d’extrapolation dans le context€DA. En particulier les travaux de Lubich
[103] et le code MxXx [104] peuvent etre mentionnés. On trouvera dans [74] dabmeux codes de
calculs basés sur les méthodes a un pas.

B. Méthodes multi-pas et BDF

Les méthodes BDF (Backward differentiation formulasydduites par Gear [68] ont été étendues
aux EDA d'index2 et 3 dans [71], [102] et [134]. Pour les problemes d’indexces méthodes sont
particulierement efficaces et sont capables d’atteinése atdres €élevés. Pour les problemes d’inéex
les méthodes BDF jusqu’a 'ordré convergent pour des pas de temps variables. Pour les preblée
d’'index 3, la convergence est aussi déemontrée jusqu’a I'ofdpour un pas de temps fixe [43], [102].
Ces méthodes sont implantées dans la famille de costesDet leurs améliorations AsRT, DASPK,
DAsoPT [133]. Les autres travaux standards sur les méthodes &resilations d’'index réduits dans le
cadre des BDF sont les méthodes “ stabilized index-2 or G@thod” [70] et des méthodes équivalentes
d’'index 1 [69].



Remarque 4l convient tout de méme d’apporter quelques éclaircremats a ces résultats de conver-
gence. Ces résultats portent généralement sur lesblesialifferentielles du systeme et non sur les
multiplicateurs. Comme nous l'avons déja noté dans margue 3, la réduction d’index conduit a des
systemes moins bien conditionnés. D’autre part, leenadtnt direct des systemes d’indgxconduit a
un conditionnement de la matrice des itérations(¥ih—3). Une analyse de sensibilité menée par [12]
montre que les erreurs dans les multiplicateurs en posiganvitesse et en accélération se propagent
respectivement a l'ordré@ ('), O(h™2) et O(h™3). Si la résolution de ces contraintes a chaque pas
de temps n’est pas faite avec une extréme précision,@amaturellement par la précision machine, les
erreurs se propagent rapidement et font chuter I'ordre rappae la méthode. Pour tenter de contourner
ce probleme, une méthode de changement d’échelle @liagt) a été proposée dans [134] qui est reprise
et étendue dans [37]. O

C. Stabilisation e&limination de la violation des contraintes

Pour les méthodes basées sur une formulation d’indedittéds contraintes en position et voire en
vitesses ne sont pas vérifiees en temps discret par lsodetiumeérique. Lemploi de formulation d’index
réduit conduit donc a une dérive des contraintes enipasét des vitesses pour les formulations d’index
1 et seulement des vitesses pour les formulations d’ifddXusieurs technigques peuvent étre employées
pour contrdler cette dérive. En voici une liste non exiimasles méthodes utilisées en pratique (voir [24]
pour une synthese) :

— Les neéthodes de stabilisatiorssues de la technique originale de Baumgarte [27] soneihaegt

utilisées en pratique et reviennent & remplacer la conirariginale en accélératiof(t, q) = 0 par

§(t,q) + 204(t,q) + *g(t, q) = 0. (19)

ou a = § € IR est souvent choisi pour atteindre 'amortissement créiqQette stabilisation peut
naturellement étre analysée dans le contexte de laithéerla commande [124]. Bien que le choix
des parametres et 5 dépendent de I'application et peut conduire a augmeateitieur du probleme
et donc le colt de calcul, ces méthodes restent efficacesegiaines applications. Par contre, il faut
noter qu’aucune des contraintes n’est exactement s&tistan trouvera dans [52], [101], [131] des
améliorations de la formulation de Baumgarte concernarthioix des parametres pour la plupart
basées sur la théorie de la commande.

— Les n&thodes de gnalisationsont basées sur la régularisation de la contraititeq) en ajoutant
dans le lagrangien un terme de la formep?g ' (,q)g(t,q). Il convient de noter que I'on retrouve
par cette techniqgue un systeme d’EDO mais dans lequel lesadates ne sont pas exactement
satisfaites. Dans ce cas, la quantité- p?g(t, q) approche le multiplicateur de Lagrange. Lidée de
la stabilisation de la contrainte vient alors naturelletream écrivant [129], [130]

A =p*(4(t, q)). (20)

Une amélioration substantielle de cette technique espqs@e dans [28], [29] et revient a une
technique de pénalisation exacte dite de Lagrangien aoigme
— Les néthodes cBlimination par projectionsont basées sur une projection a chaque pas de temps

du résultat de l'intégration numérique sur la varigteariante définie par les contraintes en position
et en vitesse. De nombreuses méthodes peuvent étreeg®wléns la littérature sur I'application
de cette idée aux systemes mécaniques, soit par pajegéométrique [33], [160], [168] ou par
projection dans la métrique cinétique [30].

On trouvera dans [59], [146] et [67] des comparaisons niqués de ces difféerentes approches.



D. Les angliorations pour la nécanique des sy&mes multi—corps flexibles

Dans le cas des systemes multi—corps flexibles, de noswiffecultés apparaissent qui sont inhérentes
a la technique de discrétisation en espace, comme parpéxees éléments finis. La discrétisation
en espace augmente substantiellement la taille des pnebl&t injecte dans la dynamique des modes
parasites a haute frequence. Pour le probléeme de le @& calculs, les formulations et les méthodes
numeériques d’intégration qui nécessitent de hombieuaeables intermédiaires et qui ne préservent pas
la structure creuse ou bande des matrices du problemetatespace sont a proscrire. Les formulations
de type Maggi/Kane qui s’appuient sur le calcul du noyau dmddrice jacobienne des contraintes sont
difficilement utilisables. De méme, les formulations deytamge en coordonnées minimales €liminant les
contraintes explicitement conduisent a des systemessptpii sont tres lourds a traiter numériqguement.
Enfin les méthodes a un pas d’ordre €élevé qui ont besomodebreuses évaluations de la dynamique au
sein méme d’'un pas de temps ainsi que de I'emploi de homésetariables intermédiaires ne sont plus
viables.

En dynamique des structures flexibles, la méthode de Nekvi@?] et surtout ses généralisations
comme la méthode HHT [84], [87] et les—schémas généralisés [54] sont les outils de base pour la
simulation de la dynamique. Leurs propriétés en termesnditissement numérique paramétrable des
hautes frequences, de conservation du caractere creanogirateurs et leur parcimonie en variables
intermédiaires en font des outils incontournables biea lgur ordre reste faible2). Une autre classe
de schémas d’intégration des structures flexibles esposée des schémas a conservation d’énergie ou a
déclin d’énergie dus aux travaux précurseurs de Snal.[153], [154] pour I'élasto—dynamique et pour
les systemes rigides [100], [155]. Ces schémas fontegédsdila grande famille des schémas symplectiques
ou intégrateurs variationnels qui assurent la consemwvatiune grandeur en temps discret (voir pour plus
de détails [77], [107] ). Une comparaison et une revue deschémas dans le contexte de la dynamique
des structures est disponible dans [97].

Récemment, de nombreux travaux ont porté leur intarétes schémas pour les systemes multi—corps
flexibles. Pour les schémas a conservation d’énergi @ékclin d’énergie, on peut citer les travaux de
Bauchauet. al.[20]-[23], [25], [26] dans lesquels les méthodes d’im&&mpn en temps sont construites
pour annuler le travail effectué dans les liaisons pa$a@in temps discret. Dans le méme esprit, on pourra
consulter [35], [36], [38]. Les schémas de la famille de Newk ont eux aussi été étudiés et appliqués
aux systemes multi—corps flexibles dans [47], [72] et lemdnstrations de convergence peuvent étre
trouvées dans [91], [106] pour les formulations d’indest [14], [46], [48] pour les formulations d’index
3. On trouvera dans [121] une comparaison entre les méthBBésd’ordre faible et les méthodes de
Newmark et HHT.

I1l. L A DYNAMIQUE NON—REGULIERE DU CONTACT FROTTANT AVEC IMPACTS
Dans cette partie, un bref survol de la formulation desesyss mécaniques avec contact frottant et
impacts est réalisé. Pour plus de détails, on renvoied&ur sur les ouvrages [2], [45], [135], [158].
A. Formulation lagrangienneéguliere des contraintes unilatales

Les contraintes unilatérales entre les corps peuveatogtnsidéerées dans une formulation lagrangienne
sous la forme suivante :

(=, (21a)
M(q) + F(t,q,v,u) = G (t,q)\, (21b)
w=d(t,q,v,u,\), (21c)
g(t,q) =0, kef& (21d)
ge(t,q) 20, M 2=0, Mgi(t,q) =0 kel (21e)




ou& C IN etZ C IN représentent respectivement les ensembles d’'indicesalgrintes bilatérales et
unilatérales. La condition (21e) est appeléedmdition de com@mentarié, ou condition de Signorini
qui étre écrite de maniere équivalente

0<gr(tiq) LA 20 <= =\ € Np(gi(t,q)), pour toutk € 7. (22)

Le symboleN représente le cdone normal a un ensemil€pour le cas convexe voir [113], [141]). En
construisant I'ensemblé(¢) admissible pour toutes les coordonnées généralisame

O(t) ={q|g(t.q) =0,k €&, gi(t,q) =20,k €T}, (23)
'ensemble des contraintes peut étre mise sous la forme
~G'(t,q)\ € Nag(q) (24)
La dynamique (21b-d-e) revient alors a une Inclusion ééfitielle (ID)
— [M(q)v + F(t,q,v,u)] € Now(q). (25)

B. Formulation lagrangienne noréguliere des contraintes unilatales

Afin de simplifier la présentation, nous allons considemr@guement des contraintes holonomes et nous
omettrons la commande. La dynamique (25) n’est génémtépas réguliere. Si les vitesses normales au
contactg,(q) sont positives avant une prise de contact, un impact, a'déte un saut dans les vitesses, doit
se produire pour respecter les contraintes en positionh&taatiquement, les vitesses sont considérées
comme des fonctions a variations bornées en temps etel@etion devient une mesure differentielle,
notéedv associée a la vitesse [116]. Les multiplicateurs sont eux aussi des mesures cadanmtoun
atome (mesure de Dirac) lors des sauts; on considere alone$ure impulsiodi. La dynamique s’écrit
alors comme une Inclusion Différentielle a Mesures (ID]¥)5], [143], [144]

— [M(q)dv + F(t,q,v")dt] = -G (q) di. (26)

ou v (respectivement™) est la fonction définie comme la limite a droite (a gaycte la fonction
a variations bornées et dt la mesure de Lebesgue. L'écriture de la contrainte eridde” sous forme
d’inclusion conduit a

—G'(q) di € Na(q)- (27)

Lors des sauts de vitesses, une loi d'impact doit étre agafin de définir la vitesse apres impact. Par
simplicité, choisissons la loi d'impact de Newton

vt (t) = —ev™(t), pour toutt tel queg(q) = 0. (28)

ou e est le coefficient de restitution. Une écriture compactd’idelusion (27) contenant la loi d'impact
a été donnée par Moreau [117] comme

~G'(q) di € Ny () (v" +ev7), (29)

ou Tk définit le cone tangent a un ensembife Cela conduit a processus de rafle de second ordre de
Moreau
- [M(q)dl) + F(tv q, U—’_)dt} S NT@(q) (U+ + GU_). (30)

Cette IDM peut se mettre sous une forme utilisant la compléarité plutdt que les inclusions dans les
cones

— [M(q)dv + F(t,q, v+)dt] = —GT(q) di, (31a)
U =G(q)v, (31b)
sig(q) <0, alorsO < U +eU™ Ldi>0. (31¢c)



Remarque 5:La contrainte de positivité sur la mesutedans (31c) peut étre interprétée grossierement
de la maniére suivante. Considérons que la mesure demp@se sous la forméi = A(¢)dt + pd, ou A
est le multiplicateur standard supposé étre une fonciguliere du temps et 'amplitude associé a la
mesure de Dirac. L'inégalité: > 0 revient a imposen(t) > 0 presque partout et > 0 a l'instant du
saut. U

Remarque 6:Lécriture de I'inclusion (29) peut étre interprétéeneme une écriture des contraintes
unilatérales au niveau des vitesses. Elle apparaitasssimilaire a un processus de réduction d’'index
comme on I'a vu pour les EDA dans la partie I-E. O

C. Décomposition en temps de la dynamique negutiere
En négligeant les mesures singulieres, la mesure diff@lle dv et la mesure d’'impulsiodi peuvent
se décomposer sous la forme suivante

dv = ~ydt + (v —v7)dy,

dr = Adt + pdv, (32)

ou vy est I'accélération standard donnée fjgresque partout etv = ) . §,, est une somme de mesures de
Dirac supportées aux instartfsOn écrira dans la suitelv = ). p;d;,. En injectant la décomposition (32)
dans la dynamique (31), on obtient

— les équations d’'impactux instantg;,

M(q(t:))(v*(t:) —v™ () = G (a(ti))p,
Ut (t:) = G(q(t))vt(t), U~ (t) = G(q(t:)v™(t), (33)
0 § U+(tl) + GU_(tZ‘) 1 Di 2 0,
— etles équations du mouvemerggulier entre les impacts poute|t;, ¢;.1[
M(q)y + F(t,q,v) = GT(q) \,

U= G(q), (34)
sig(q) <0, alorsO<U L X =>0.

D. Autres formalismes

En prenant garde a I'écriture des contraintes sur desrgaras differents des coordonnées généralisées,
le contact unilatéral peut étre aussi inclus dans legaditrmalismes d’équations du mouvement présentés
dans la partie I. On trouvera dans [2] le cas du formalisme el@tbh—Euler. De maniéere plus générale,
la formulation (4) avec les contraintes unilatérales cind une ID réguliere similaire (25)

a) q = T(tv Q)Uv
b) —[M(q)0+ F(t,q,v,u)] € TT(t,q)Nagw (q), (35)
c) w=d(t,q,v,u,\).

L'écriture du processus de rafle equivalent a (30) pénat &endue de la méme maniere.

E. Le frottement de Coulomb

Comme nous l'avons déja souligné, I'introduction de ¢t forces plus élaborées que les simples
contraintes parfaites est difficile dans le formalisme dgraage. Pour apporter un sens mécanique a la
description de la liaison, on introduit généralement epére local au point de contaCtnoté(C, n, ty, to)
et la notion de forces de liaisons dans ce repergui se décompose dans le repére local conitne
Ryn + R; avec R; = Rt + Ry,t;. De la méme maniére, la vitesse locale au contact se d&rsan



commeU = Uyn + U;. Des relations cinématiques entre les variables localesoatact et les dérivées
en temps de parametres donnent

U=G(tq)q+jt), (36)
et de maniere duale pour les contributions des efforts tadgnamique
r=G"(t,q)R, (37)
qui s’écrit alors
M(q)0 + F(t,q,v,u) =T"(t,q)r =T"(t,q)G"(t,q)R. (38)
Le contact unilatéral peut alors étre reformulé dansveetbles locales au contact comme
0< gu=g(g) L Ry>0, (39)
et en vitesse/impulsion avec la loi d'impact de Newton comme
sigy<0alors0O < U +eU, Ldl, >0, (40)

ou dI est la mesure d’'impulsion normale dans le repére local.
Le frottement de Coulomb peut quant a lui étre exprimé mem
) SiU; =0 alorskRe C
Sl gy <0,

41
SiU; #0 alors R e 0C et il existea > 0 tel queR; = —alU; (41)

ou C est le cone de frottement donné far= {R, | || R;|| < pRy} ou p est le coefficient de frottement.
Le frottement peut lui aussi étre formulé comme une iroluslans un céne ou comme une condition de
complémentarité sur un cdne du second-ordre [2], [3] Bh écrivant

_U A& { gNJr“”UTH } € No(R) <= C* 25U L R€ C+= —R € N-(U) (42)

T

ou C* est le cone dual d€& [141].
La dynamique réguliere s’écrit alors pour un contact
M(q)o+ F(t,q,v) =T (t,q)GT(t,q) R
U=G(t,q)T(t qv+ () (43)

Sig(q) <0alors — R & Neg«(U) sinonR =0

En suivant le travail effectué pour les contrainte ueitatés et en incluant la loi d'impact de Newton,
l'inclusion differentielle a mesure peut s’écrire

M(q)dv + F(t,q,v")dt =TT (t,q)G " (t,q)dI
Ut =Gt T (tqvT +j1), U™ =G{qT({t v +j(t) (44)
Si g(¢) < 0 alors — dI € Ng-(U* 4 eUgn) sinondl = 0

Remarque 7:0n trouvera dans [2] une écriture plus générique pour diéiples points de contact ainsi
gu’une discussion sur les modeles de frottement de kxditite en Mécanique et en Automatique]

V. INTEGRATION EN TEMPS SECIFIQUES DE LA DYNAMIQUE NON-REGULIERE

Dans cette partie, quelques éclairages sont donnésist@gration en temps des systemes mécaniques
non réguliers. On commencera par introduire deux grandesllés d’intégrateurs dans la partie IV-A
puis nous nous focaliserons dans la partie IV-A.2 sur le€mes a capture d’évenements. La encore,
nous renvoyons a [2] pour de plus amples détalils.



A. Deux grandes classes d'@grateurs

Deux grandes classes d'intégrateurs en temps peuventuitisées pour résoudre les systemes dyna-
migues non réguliers. Les schémas a détection d&wemts (event—driven schemes) et les schémas a
capture d’évenements (time—stepping schemes). Laseawents sont les instants ou I'évolution n’est pas
réguliere; les instant d’'impact, de passage de l'adi&au glissement en sont les principaux exemples.

1) Les sckmasa détection dévenements Ces schémas sont basés sur I’hypothése que les évatseme
sont bien séparés dans le temps (au moins a la précisammine) et que I'on peut les détecter avec
précision. Le principe d’intégration est alors simplenr dtegre la dynamique réguliere (34) avec l'un
des intégrateurs présentés dans la partie Il entre deemements et I'on résout les équations d’'impact a
l'instant de I'évenement. Les avantages, symboliséstpet les inconvénients de ces méthodes symbolisés
par © peuvent étre resumeés ainsi

@ Ordre de précision élevé sur les phases régulieres

& Pas de preuve de convergence

& Extreme sensibilité aux seuils numériques de détealiévenements et de statuts des contacts

© Reéduction d’'index colteuse et difficile en particulieupde contact avec frottement 3D.

© Probleme aux accumulations d’événements en temps fini
Pour résumé, ces schémas sont performants pour desr®sbu le nombre d’événements est faible et
s'ils sont bien séparés. Bien que le principe soit simpédficacité et la robustesse des codes sont tres
difficiles a assurer. On trouvera dans [1], [135] des exesple mise en ceuvre de ces méthodes pour le
contact frottant 2D. Les détails généraux sur le dguedmnent de telles méthodes peuvent étre trouvés
dans [2, Chapitre 8].

2) Sctemasa capture déenements :Ces schémas sont eux basés sur une intégration directe de
I'IDM (30) ou des formulations équivalentes. Le pas de temijest pas choisi en fonction des évenements
mais en fonction de l'erreur locale commise comme dans le&msas classiques pour les systemes
reguliers. Les avantages et les inconvénients de celsogés peuvent &tre resumés ainsi

@ Preuve de convergence [110], [125]-[127].

@ Robustesse et stabilité sur des problemes de grandees tail

@ Intégration des problemes avec accumulations d’awemes en temps fini

& Ordre de précision faible<{ 1)

Ces schémas sont performants sur des systemes ou le enaf@benements est élevé. Bien que l'ordre
soit faible, leur robustesse et leur stabilité permet d®ayger des applications complexes comme les
matériaux granulaires, les chaines cinématiques amgadans les liaisongtc. Les deux principaux
schémas de ce type sont dus a Moreau [117]-[119] avec $essens pour les corps flexibles [92] et a
Paoli et Schatzman [126], [127].

B. Le sclemaa capture dévenements de Moreau

Afin de préciser les idées sur la mise en ceuvre du schémaateaM [117], nous donnons ici sa
formulation en temps discret pour du contact unilatéraff@mulation lagrangienne. Considérons une
discrétisation en temps, € [t,,7],k € {1...N}, le schéma peut s’écrire pour un pas de terhps
tr41 — tr et un ensemble de points de contdct {1...m} comme

( M (o) (V1 — Vi) — hﬁkw = GT(Qk+9)Pk+17 (45a)
Q+1 = G + hogo, (45b)
Ui1 = G(@+o) Vet (45c)
P € NT]RT(gN,kH)(UkH +ely), (45d)

( Onkty = 9(a) + hy Uk, v € [0,1]. (45€)



avect € [0,1],v > 0 et la conventionzy o = (1 — 0)xpy1 + Oz, La valeur gy, est une prédiction
des contraintes actives. Le termig,, représente une discrétisation consistante des effppkogaés au
systeme dont le détail peut étre trouvé dans [2]. Lesédignts de base de ce schéma qui en font son
efficacité sont le traitement entierement implicite destraintes au niveau des vitesses et I'écriture du
schéma en vitesse/impulsion. En effet, la variaBle; approche non pas les multiplicateursnais bien
limpulsion sur les pas de temps, c’est a dire,

Poyi & / dr. (46)
Jthstet1]

Cette caractéristique permet au schéma de rester camslsts des impacts. Ce schéma a prouvé son
efficacité sur de nombreuses applications (voir par exerf@i-[6], [41], [93], [118], [136]—-[139], [142],
[169])

C. Résolution du prol#me discret en temps

Pour simplifier encore, considérons le probleme liraorrespondant a (45) en supposant que la
dynamique est linéaire sous la forme

Mdv + (Cv*t + Kq)dt = Fo.(t) + G'dl,
U = G, 47)
Si g(¢) < 0 alors — dI € Ne-(U* 4 eUyn) sinondl = 0.

Le schéma (45) pour un ensemble de contaetZ est alors donné par

(]/W\('Uk—kl — Vtree) = Pht1 = ZP%H

Ugpr = G vga; D1 = G’ Py

UI?H = [Ur\?jk—i-l +eUly + 1 Uyl U€k+1}T

pour touto € 7, ;41
Cx» U, L P, eC

(48)

pour touta & Z, 41
PI?+1 =0

en notantZ, ;41 = {a | vy < 0} C Z I'ensemble des indices des contraintes supposées gctives

—

M = [M + hoC + h?0*K] la matrice des itérations et la vitesse libre donnée par
Vfree = Uk + M- [—hCvp — hK g, — B*0K v +h[0(Fext)k1) + (1 — 0)(Foxt)x]] - (49)

Le probleme (48) est un probleme de complémentariteusucone du second—ordre. Dans le cas sans
frottement, le probleme se ramene a un probleme de é@mitarité linéaire ou un probléeme quadratique
convexe. Ces probleme classiques en optimisation ngoepeuvent étre résolus par une grande variété
de méthodes numériques. La plupart des méthodes poantaat sans frottement ont été étendues pour le
frottement mais la non—convexité du probleme reste utierige majeur pour les algorithmes numeériques.
Pour terminer, donnons une liste non exhaustive des digoes les plus utilisés pour le contact frottant

— Méthodes de Newton généralisées [9], [53]

— Méthodes de projection/splitting pour les inéquatiwagationnelles [61], [62], [64], [95]

— Méthodes de point fixe sur le seuil de frottement [80], [§2#]

— Méthodes sur la minimisation d’'une fonctionnelle [49]
Une revue des méthodes de résolution de ce problemeepreutrouvée dans [2], [159], [167] et [158].



V. UN EXEMPLE DE MISE EN (EUVRE ET DAPPLICATION DANS SICONOS: POURSUITE DE
TRAJECTOIRES AVEC CONTACT ET IMPACT

Nous terminons cet article par la présentation d'un exeng® mise en ceuvre des techniques de
simulation des systemes dynamiques non réguliers gradegiciel Siconos et un exemple de poursuite
de trajectoires avec contact et impacts.

A. Siconos : logiciel open—source pour la simulation, 'z et la commande des Ssies non&guliers.

Les fonctionnalités de la plate-forme Siconos sont la etisdtion, I'analyse, la simulation et la coom-
mande des systemes dynamiques non réguliers. La platefest constituée d’'un noyau de modélisation
et de simulation. Les routines numériquesd@O0YNUMERICS) sont en Fortran 77 et en C pour
des raisons de performance. Cette bibliotheque d’outilséariques est surmontée d’'un module en C++
(SiIcoNOYKERNEL) se chargeant de la modeélisation et du pilotage les simuktL'interface de com-
mande (8cONOYFRONTEND) en mode expert est en Python. La plate-forme a été miseueneopour
pouvoir satisfaire plusieurs métiers des sciences dgdiirerie en se basant sur un noyau de simulation
commun et abstrait proche des formulations issues desematijues appliquées. Ce noyau permet de
simuler plusieurs types de systemes dynamiques nonieegiavec des technigues de calcul differentes. Le
logiciel Siconos est un logiciel open—source distribuégssiicence GPL. Pour plus d’informations et pour
son téléchargement, on pourra consulter 'adresse s@vdnt t p: // si conos. gforge.inria.fr.

Une liste non exhaustive des fonctionnalités peut étessie :

— SICONOSYNUMERICS
— Solveurs de complémentarité linéaire et non linéaire
— Solveurs de probleme de frottement 3D avec impact pagréifites techniques
— Méthodes de Newton généralisées
SICONOYKERNEL
— Modélisation des systemes mécaniques lagrangiens Biediton-Euler
— Modélisation des systemes du premier ordre non régul&ysteme de Filippov, de complémentarité

linéaire et non linéaire)

— Simulation par schémas a capture d’évenements etitil@ d’évenements.
— Gestion des entrées/Sorties pour la commande (ActioaretuCapteurs)
SICONOYFRONTEND

— Interface Python auto—générée

— Interface partielle pour Matlab et Scilab

SICONOYEXAMPLES

— Exemples de Mécanique et de Robotique simple (bras miatépuws)

— Exemples cElectronique

Pour une présentation plus détaillee de la plate—fooneagenvoie a [8] et [2].

B. Poursuite de trajectoires avec contact et impact

A titre d’exemple, la mise en ceuvre de la simulation d'unede@icommande commutée basée sur la
commande passive des systemes est illustrée dans cediee @n considére un manipulateur simple a
deux degrés de libertés décrit dans la figure 1(a). Ladtajre désirée est un demi arc de cercle pendant
la phase libre et une phase de contact maintenu sur le(@larsuivant le diametre du demi cercle. La
commande est basée sur une approche normale de la cantra@tt une accumulation finie d'impacts pour
réaliser la stabilisation sur la surface. Pour des demil la conception et I'analyse de cette commande,
on pourra consulter [39], [111], [112].

La simulation a été réalisée dans Siconos avec le sgtdamMoreau pour prendre en compte 'accu-
mulation d’'impacts. Plus de détails sur cette implémtgoriapeuvent étre trouvés dans [7]. On donne a
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1073 1074 107 %5 107 %s
EN

0.2 ni:3 ni:5 ni:6 ni:8

0.5 n; =06 n; =9 n; =12 n; = 16
0.7 ni=9 | n;=16 | n; =23 n; = 29
0.9 n; = 23 n; = 40 n;, = 64 n; = 81
0.95 ni =32 | n; =67 | n; =108 | n; =161

TABLE |
NOMBRE D' IMPACT SIMULE EN FONCTION DU PAS DE TEMPS ET DU COEFFICIENT DE RESTITUTION

titre illustratif le nombre d’'impact simulés en fonctiom g¢has temps et du coefficient de restitution dans
le tableau I.
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